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Chapitre 1

Préliminaires

L’objectif de ce chapitre est de rappeler quelques notions et résultats préliminaires qui sont

utiles dans les chapitres suivants, d’abord, nous donnons quelques définitions, théorèmes et in-

égalités utiles (espaces Lp; convergence domineé, inégalité de Young ,...etc), puis, nous abordons

un aperçu sur le calcul fractionnaire. On se restreindre à deux approches les plus populaires et

les plus pratiques (l’approche de Riemann Liouville et de Caputo) ainsi que leurs propriétés.
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Chapitre 1. Préliminaires

1.1 Outils de base

1.1.1 Espaces Lp

Les espaces Lp sont des espace de fonctions dont la puissance p�i�eme de la fonction est intégrable,

au sens de Lebesgue.

Soit 
 = [a; b](�1 < a < b < +1) un intervalle fini de R:

Définition 1.1 On note par Lp(a; b) (1 � p � +1) l’espace des fonctions f mesurables intégrables

au sens de Lebesgue a valeurs réelles dans 
 telle que la norme kfkLp � +1; où

kfkLp =

0@ bZ
a

jf (t)jp dt

1A
1
p

(1 � p < +1) ; (1.1)

et pour p = +1 on a

kfkL1 = sup
x2


jf (t)j ;

et L1(a; b) est l’espace des fonctions essentiellement bornées sur (a; b):

1.1.2 Théoréme de convergence domineé de Lebesgue

Théorème 1.1 Soit (fn)n2N une suite de fonctions de L1.On suppose que

a) fn(x)! f(x) p:p:sur 
;

b) il existe une fonction g 2 L1 telle que pour chaque n; jfn(x)j � g(x) p:p: sur 


Alors

f 2 L1 (
) et kfn � fkL1 ! 0:

Preuve. voir [2].

1.1.3 Quelques inégalités pratiques

Inégalité de Young ([2])

Soit p; q des nombres réels strictement positifs liés par la relation

1

p
+
1

q
= 1. (1.2)

Alors 8(a; b) 2 R2 on a

jabj � jajp

p
+
jbjq

q
: (1.3)

1.1. Outils de base 4



Chapitre 1. Préliminaires

Inégalité de Young avec "

Soit " > 0 alors 8(a; b) 2 R2 on a

jabj � " jajp + c(") jbjq , (1.4)

où p et q sont strictement positifs liés par la relation : (1
p
+ 1

q
= 1) et c(") = 1

q
("p)

�q
p .

Inégalité de Hölder ([2])

Soit 
 un ouvert de Rn.
Pour tout f 2 Lp(
) et g 2 Lq(
); jfgj 2 L1(
) et pour tout 1 � p � 1 on note q le conjugué de

p c’est -à-dire le réel tel que 1
p
+ 1

q
= 1; et on a l’inégalité :Z




jf(x)g(x)j dx � kfkLp kgkLq . (1.5)

Lorsque p = q = 2 on retrouve l’inégalité de Cauchy Schwarz.

Inégalité de Ju ([7])

Nous donnons l’inégalité de Ju dans une dimension N � 1 où � 2 [0; 2] et l � 1;pour toute

fonction positif de Schwarz (dans le cas général)

(��)
�
2 �l � l�l�1 (��)

�
2 �: (1.6)

1.2 Intégrale d’ordre entier

Soit f une fonction continue sur l’intervalle [a; b]. On considére l’intégrale :

I1f (t) =

tZ
a

f (�) d� : (1.7)

On utilise l’intégrale (1.7) pour considérer la intégrale d’ordre 2 (double) :

I2f (t) =

tZ
a

I1f (�) d� =

tZ
a

�1Z
a

f (�) d�d� 1 =

tZ
a

0@ tZ
�

d� 1

1A f (�) d�

=

tZ
a

(t� �) f (�) d� : (1.8)

1.2. Intégrale d�ordre entier 5



Chapitre 1. Préliminaires

L’intégrale triple est donné par l’intégrale (1.8) sous la forme suivante :

I3f (t) =

tZ
a

I2f (� 2) d� 2 =

tZ
a

�2Z
a

I1f (� 1) d� 1d� 2 =

tZ
a

�2Z
a

�1Z
a

f (�) d�d� 1d� 2

=

tZ
a

tZ
�

tZ
�2

d� 1d� 2f (�) d� =

tZ
a

tZ
�

(t� � 2) d� 2f (�) d�

=
1

2

tZ
a

(t� �)2 f (�) d� : (1.9)

Plus généralement la n-iéme itération de l’opérateur I peut s’écrire :

Inf (t) =

tZ
a

I(n�1)f (�) d� =

tZ
a

d�

�Z
a

I(n�2)f (� 1) d� 1

=

tZ
a

d�

�Z
a

d� 1

�1Z
a

I(n�3)f (� 2) d� 2 =

tZ
a

d�

�Z
a

d� 1

�1Z
a

d� 2

�2Z
a

I(n�4)f (� 3) d� 3

=

tZ
a

�Z
a

�1Z
a

� � �
�n�1Z
a| {z }

(n�1)�fois

f (�n) d�n � � � d� 2d� 1d�

=

tZ
a

d�

�Z
a

d� 1

�1Z
a

d� 2 � � �
�n�1Z
a

f (�n) d�n

=
1

(n� 1)!

tZ
a

(t� �)n�1 f (�) d� :

Alors :

aI
n
t f (t) =

1

(n� 1)!

tZ
a

(t� � )n�1 f (�) d� (n 2 N) : (1.10)

De méme maniére on a :

tI
n
b f (t) =

bZ
t

d�

bZ
�

d� 1

bZ
�1

d� 2 � � �
bZ

�n�1

f (�n) d�n

=
1

(n� 1)!

bZ
t

(� � t)n�1 f (�) d� (n 2 N) : (1.11)

Ces formules (1.10) et (1.11) sont appelée les formules de Cauchy.

1.2. Intégrale d�ordre entier 6



Chapitre 1. Préliminaires

1.3 Intégrale fractionnaire

1.3.1 Fonctions spéciales : Gamma et Bêta

Fonction Gamma

Définition 1.2 La fonction Gamma d’Euler est définie par l’intégrale suivante :

�(z) =

Z 1

0

e�ttz�1dt; (<(z) > 0); (1.12)

où

tz�1 = e(z�1) log(t):

Cette intégrale est convergente pour tout complexe z 2 C (<(z) > 0):

Propriétés de la fonction Gamma

1. On peut démontrer par une intégration par parties :

�(z + 1) = z�(z):

2. Quand z = n 2 N
�(n+ 1) = n�(n) = n!:

3. Pour z = n+ 1
2

�(z) = �(n+
1

2
) =

(2n)!

(22n)n!

p
�:

Fonction Bêta

Définition 1.3 La fonction Bêta est une fonction à deux variables et est définie par l’intégrale sui-

vante :

�(x; y) =

1Z
0

tx�1(1� t)y�1dt; (<(x) > 0;<(y) > 0): (1.13)

Propriétés de la fonction Bêta

1. La relation entre la fonction Gamma et Bêta

�(x; y) =
�(x)�(y)

�(x+ y)
; (<(x) > 0;<(y) > 0):

1.3. Intégrale fractionnaire 7



Chapitre 1. Préliminaires

2. La fonction Bêta est symétrique c’est-à-dire que :

�(x; y) = �(y; x):

3. La fonction Bêta est définie aussi par les intégrales :

�(x; y) =

1Z
0

tx�1

(1 + t)x+y
dt:

�(x; y) = 2

�
2Z
0

sin2x�1 � cos2y�1 �d�:

1.3.2 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

D’aprés la formule de Cauchy et depuis la généralisation du factoriel par la fonction Gamma

d’Euler : �(n) = (n� 1)! ; Riemann rendu compte que le second membre de (1.10 ) paurait avoir

un sens méme quand n prenant une valeur non-entiére, il a définit l’intégrale fractionnaire de la

maniére suivante :

Définition 1.4 Soit � 2 R+ et f une fonction localement intégrable définie sur [a; b] ,On appelée

intégrale fractionnaire d’ordre � de Riemann-Liouville à gauche l’integrale suivante :

aI
�
t f (t) =

1

�(�)

tZ
a

(t� � )��1 f (�) d� ; (1.14)

et l’intégrale fractionnaire d’ordre � de Riemann-Liouville à droite par :

tI
�
b f (t) =

1

�(�)

bZ
t

(� � t)��1 f (�) d� : (1.15)

1.3.3 Propriétes de l’intégrale fractionnaire

Propri�etes :Nous avons les propriétés suivantes :

1. On pose par convention :

aI
0
t f (t) =t I

0
b f (t) = f (t) :

2. Lorsque a = 0 nous écrivons :

0I
�
t f (t) = f (t) �  � (t) ;

1.3. Intégrale fractionnaire 8



Chapitre 1. Préliminaires

telque :

 � (t) =
t��1

� (�)
; t > 0:

3.  � (t) = 0 pour t � 0;et  � (t) = � quand �! 0 où � : la distrubition de Dirac.

Théorème 1.2 Si f 2 L1([a; b]), alors aI
�
t f existe pour presque tout t 2 [a; b] et de plus aI

�
t f 2

L1([a; b]):

Preuve. D’aprés la définition (1.14) et la théorème de Fubini on a :

bZ
a

jaI�t f (t)j dt =

bZ
a

������ 1

�(�)

tZ
a

(t� �)��1 f (�) d�

������ dt
� 1

�(�)

bZ
a

tZ
a

(t� �)��1 jf (�)j d�dt

� 1

�(�)

bZ
a

jf (�)j
bZ
t

(t� �)��1 dtd�

� 1

�(�+ 1)

bZ
a

jf (�)j (b� �)� d�

� (b� a)�

�(�+ 1)

bZ
a

jf (�)j d� ;

puisque f 2 L1([a; b]),alors :

(b� a)�

�(�+ 1)

bZ
a

jf (�)j d� <1:

Ce qui établit le résultat désiré.

Théorème 1.3 Soient f et g deux fonctions définies sur [a; b] ;tellesque aI
�
t f et aI�t g existent presque

partout .Deplus soient � et � 2 R;alors aI�t (�f + �g) existe presque partout sur [a; b], et on a :

aI
�
t (�f + �g) ftg = � (aI

�
t f) (t) + � (aI

�
t g) (t) ;

c-à-d :l’intégrale fractionnaire est un opérateur linéaire.

Théorème 1.4 Pour tout f 2 C ([a; b]) et soient � > 0; � > 0 ,l’intégrale fractionnaire de Riemann-

Liouville possède la propriété du semi-groupe :

aI
�
t

n
aI
�
t f (t)

o
=a I

�+�
t f (t) =a I

�
t faI�t f (t)g ; (1.16)

1.3. Intégrale fractionnaire 9



Chapitre 1. Préliminaires

et

tI
�
b

n
tI
�
b f (t)

o
=t I

�+�
b f (t) =t I

�
b ftI�b f (t)g :

Preuve. D’aprés la définition (1.14) on a :

aI
�
t

n
aI
�
t f (t)

o
=

1

�(�)

tZ
a

(t� �)��1
h
aI
�
t f (�)

i
d�

=
1

�(�)

tZ
a

(t� �)��1

24 1

�(�)

�Z
a

(� � �)��1 f (�) d�

35 d�
=

1

�(�)

1

�(�)

tZ
a

(t� �)��1
�Z
a

(� � �)��1 f (�) d�d� ;

on appliquons le théorème de Fubini et le changment variable � = � + s (t� �) on trouve

aI
�
t

n
aI
�
t f (t)

o
=

1

�(�)�(�)

tZ
a

(t� �)�+��1 f (�)

1Z
0

(1� s)��1 s��1ds

| {z }
�(�;�)=

�(�)�(�)
�(�+�)

d�

=
1

� (�+ �)

tZ
a

(t� �)�+��1 f (�) d�

= aI
�+�
t f (t) :

alors, on obtient le résultat désiré.

1.4 Dérivées fractionnaires

Plusieurs approches ont été développées pour donner un sens à
dn

dxn
lorsque n n’est pas entier

(n 2 R ou C).
Dans la présente sous-section on se limite à la présentation de deux approches de dérivation

fractionnaire à savoir l’approche de Riemann-Liouville et celle de Caputo.

1.4.1 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.5 Soit n un entier positif tel que n� 1 < � < n.Notons RaD
�
t f (t) ;

R
t D

�
b f (t) les dérivées

fractionnaires à gauche (respectevment : à droite) d’ordre � au sens de Riemann-Liouville est definie

par :

1.4. Dérivées fractionnaires 10



Chapitre 1. Préliminaires

R
aD

�
t f (t) =

�
d

dt

�n �
aI
n��
t f (t)

�
; (1.17)

et
R
t D

�
b f (t) =

�
� d

dt

�n �
tI
n��
b f (t)

�
: (1.18)

C’est à dire :

R
aD

�
t f (t) =

1

� (n� �)

dn

dtn

24 tZ
a

(t� � )n���1 f (�) d�

35 ; (1.19)

et

R
t D

�
b f (t) =

1

� (n� �)

�
� d

dt

�n 24 bZ
t

(� � t)n���1 f (�) d�

35 : (1.20)

En particulier :

1. Si � = 0; on a :
R
aD

0
t f (t) =

R
t D

0
bf (t) = f (t) :

2. Si � = n 2 N on a :

R
aD

�
t f (t) =

dn

dtn
�
aI
n�n
t f (t)

�
=

dn

dtn
�
aI
0
t f (t)

�
=

dn

dtn
f (t) ;

R
t D

�
b f (t) =

�
� d

dt

�n �
tI
n�n
b f (t)

�
=

�
� d

dt

�n �
tI
0
b f (t)

�
= (�1)n

�
d

dt

�n
f (t) ;

C’est -à-dire que si � 2 N la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville coincide avec la

dérivée usuelle.

3. Si 0 < � < 1 alors :

R
aD

�
t f (t) =

1

� (1� �)

d

dt

tZ
a

(t� � )�� f (�) d� ;

et

R
t D

�
b f (t) = �

1

� (1� �)

d

dt

bZ
t

(� � t)�� f (�) d� :

Propriétes de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

1. La linéairété

1.4. Dérivées fractionnaires 11



Chapitre 1. Préliminaires

Théorème 1.5 Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de Riemann-

Liouville existent. Alors pour tous �; � 2 R;Ra D�
t (�f + �g) existe, et l’on a :

R
aD

�
t (�f + �g) (t) = �

�
R
aD

�
t f (t)

�
+ �

�
R
aD

�
t g (t)

�
:

2. Composition avec l’intégrale fractionnaire

Lemme 1.1 Soient � > 0 et f 2 L1[a; b] , alors les égalités :

RD�I�f (t) = f (t) ; (1.21)

en général on a :
RD�I�f (t) =

�
RD���f

�
(t) ;

et si �� � < 0 on a :
RD�I�f (t) = I���f (t) ;

mais :

aI
�
t

�
R
aD

�
t f (t)

	
= f (t)�

nX
k=1

(t� a)��k

� (�� k + 1)

�
R
aD

��k
t f (t) jt=a

�
; (1.22)

tI
�
b

�
R
t D

�
b f (t)

	
= f (t)�

nX
k=1

(�1)n�k (b� t)��k

� (�� k + 1)

�
R
t D

��k
b f (t) jt=b

�
,

sont vraies pour presque tout t 2 [a; b] .

Preuve. Pour l’égalite (1.21) en utilisant la définition (1.17) on a :

R
aD

�
t faI�t f (t)g =

dn

dtn
�
aI
n��
t faI�t f (t)g

�
=

dn

dtn
(aI

n
t f (t)) = f (t) :

Maintenant ,pour la relation (1.22) on a :

aI
�
t

�
R
aD

�
t f (t)

	
=

1

�(�)

tZ
a

(t� �)��1
�
R
aD

�
� f (�)

	
d�

aI
�
t

�
R
aD

�
t f (t)

	
=

d

dt

8<: 1

�(�+ 1)

tZ
a

(t� �)��1
�
R
aD

�
� f (�)

	
d�

9=; (1.23)

1.4. Dérivées fractionnaires 12
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en répeter l’intgration par partie n- fois on obtient :

1

�(�+ 1)

tZ
a

(t� �)��1
�
R
aD

�
� f (�)

	
d� =

1

�(�+ 1)

tZ
a

(t� �)��1
�
dn

d�n
�
aI
n��
� f (�)

��
d�

= �
nX
k=1

(t� a)��k

�(�� k + 1)

�
dn�k

d�n�k
�
aI
n��
� f (�)

��

+
1

�(�� n+ 1)

tZ
a

(t� �)��n
�
aI
n��
� f (�)

	
d�

= �
nX
k=1

(t� a)��k+1

�(�� k + 2)

�
R
aD

��k
t f (t) jt=a

	
+

1

�(�� n+ 1)

tZ
a

(t� �)��n
�
aI
n��
� f (�)

	
d�

= aI
1
t f (t)�

nX
k=1

(t� a)��k+1

�(�� k + 2)

�
R
aD

��k
t f (t) jt=a

	
D’aprés (1.23) on trouver :

aI
�
t

�
R
aD

�
t f (t)

	
= f (t)�

nX
k=0

(t� a)��k

� (�� k + 1)
R
aD

��k
t f (t) jt=a:

Ceci termine la preuve.

Remarque 1.1 la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est l’inverse à gauche

de l’intégrale fractionnaire du méme ordre et ne commutent pas .

3. Composition avec les dérivées fractionnaires

Soit n� 1 < � < n et m < � < m� 1 alors :

RD�
�
RD�f (t)

	
=
�
RD�+�f

�
(t)�

mX
k=1

(t� a)���k

� (�� k + 1)

�
RD��kf (t) jt=a

�
;

et
RD�

�
RD�f (t)

	
=
�
RD�+�f

�
(t)�

nX
k=1

(t� a)���k

� (� � k + 1)

�
RD��kf (t) jt=a

�
:

4. Composition avec les dérivées d’ordre entier

Soit n� 1 < � < n on a:
dn

dtn
�
RD�f (t)

	
=
�
RDn+�f (t)

	
;

1.4. Dérivées fractionnaires 13



Chapitre 1. Préliminaires

et
RD�

�
dn

dtn
f (t)

�
=
�
RDn+�f (t)

	
�

n�1X
k=0

(t� a)k���n

� (k � �� n+ 1)

�
dn

dtn
f (t) jt=a

�
:

Donc la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et la dérivation d’ordre en-

tière comutent si : d
k

dtk
f (a) = 0; k = 1::n� 1:

1.4.2 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Beaucoup de problèmes concrets utilisent les dérivées fractionnaires avec des conditions ini-

tiales plus au moins naturelles. Malheureusement, l’approche de Riemann-Liouville mène à des

conditions initiales contenant des valeurs limites de dérivées fractionnaires au sens de Riemann-

Liouville en la borne inférieure t = a. Malgré la possibilité de résoudre mathématiquement avec

de telles conditions initiales, leurs solutions ne sont pas encore bien comprises, puisque il n’y a

pas d’interprétation physique adéquate de tel type de conditions initiales.

En 1967. Caputo proposa un concept modifié de la dérivation fractionnaire, qui prévoit la

formulation des conditions initiales sous forme qui fait apparaitre seulement les valeurs limites

des dérivées d’ordre entier en la borne inférieure (l’instant initial) t = a comme f(a); f 0(a); ::: etc.

La définition formelle de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo est donnée par :

Définition 1.6 La dérivée fractionnaire à gauche au sens de Caputo d’ordre � > 0 d’une fonction f

est donnée par :

C
aD

�
t f (t) =a I

n��
t (Dnf (t)) =

1

� (n� �)

tZ
a

f (n) (�)

(t� �)n��+1
d� ; (1.24)

avec n = b�c+ 1 teleque b�c est le partie entière de �:

Propriétes de la dérivée fractionnaire de Caputo

Théorème 1.6 (Linéairéte) Soient n� 1 < � < n; n 2 N; � 2 R.� 2 C si CaD
�
t f et CaD

�
t g existent

resp pour les fonctions f et g ,Alors CaD
�
t est linéaire, i.e.,

C
aD

�
t (f + �g) (t) =

�
C
aD

�
t f (t)

�
+ �

�
C
aD

�
t g (t)

�
:

Lemme 1.2 Soit n � 1 < � < n; n 2 N; � 2 R. si C
aD

�
t existe alors il vérifiant les propriétés

suivantes :

1. lim
�!n

�
C
aD

�
t f (t)

�
= f (n) (t) :

2. lim
�!n�1

�
C
aD

�
t f (t)

�
= f (n�1) (t)� f (n�1) (a) :

1.4. Dérivées fractionnaires 14
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Preuve. Par l’intégration par partie on a

C
aD

�
t f (t) =

1

� (n� �)

tZ
a

f (n) (�)

(t� �)�+1�n
d�

=
1

� (n� �)

8<:�(t� �)n��

n� �
f (n) (�) j�=t�=a +

1

n� �

tZ
a

f (n+1) (�)

(t� �)��n
d�

9=;
=

1

� (n� �+ 1)

8<:(t� a)n�� f (n) (a) +

tZ
a

f (n+1) (�)

(t� �)��n
d�

9=; :

Maintenant on calculer la limite quant �! n et �! (n� 1)on obtient :

lim
�!n

�
C
aD

�
t f (t)

�
=

1

� (1)

8<:f (n) (a) +
tZ

a

f (n+1) (�) d�

9=;
=

�
f (n) (a) + f (n) (�) j�=t�=a

	
= f (n) (t) :

Et

lim
�!n�1

�
C
aD

�
t f (t)

�
=

1

� (2)

8<:(t� a) f (n) (a) +

tZ
a

f (n+1) (�)

(t� �)�1
d�

9=;
=

1

� (2)

8<:(t� a) f (n) (a) + (t� �) f (n) (�) j�=t�=a �
tZ

a

� f (n) (�) d�

9=;
= f (n�1) (�) j�=t�=a

= f (n�1) (t)� f (n�1) (a) :

Ce qui nous donne le résultat.

1.4.3 Relation entre les deux dérivées fractionnaires

La relation entre la dérivée fractionnaire de Caputo et celle de Riemann-Liouville sur l’in-

tervalle [a; b] est décrite par les deux théorèmes suivants :

Théorème 1.7 Soit � 2 R; n � 1 < � < n 2 N;la relation entre l’opérateur de Riemann-Liouville

(1.19) et l’opérateur de Caputo (1.24) est donné par :

C
aD

�
t f (t) =

R
aD

�
t f (t)�

n�1X
k=0

tk��

� (k + 1� �)
f (k) (a)

1.4. Dérivées fractionnaires 15
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Preuve. la fonction f est écrit par serie de Taylor au voisinage de a sous la forme

f (t) = f (a) +
t

1!
f 0 (a) +

t2

2!
f 00 (a) +

t3

3!
f 000 (a) + � � �+ tn�1

(n� 1)!f
(n�1) (a) +Rn�1

=
n�1X
k=0

tk

� (k + 1)
f (k) (a) +Rn�1 (1.25)

D’aprés (1.10) on a :

Rn�1 =
1

(n� 1)!

tZ
a

(t� �)n�1 f (n) (�) d� = In
�
f (n) (t)

	
;

et

R
aD

�
t f (t) = R

aD
�
t

"
n�1X
k=0

tk

� (k + 1)
f (k) (a) +Rn�1

#

= R
aD

�
t

"
n�1X
k=0

tk

� (k + 1)
f (k) (a) + In

�
f (n) (t)

	#

= R
aD

�
t

n�1X
k=0

tk

� (k + 1)
f (k) (a) + R

aD
�
t

�
In
�
f (n) (t)

	�
=

n�1X
k=0

R
aD

�
t

�
tk
	

� (k + 1)
f (k) (a) + In��

�
f (n) (t)

	
=

n�1X
k=0

�(k+1)
�(k��+1)t

k��

� (k + 1)
f (k) (a) + C

aD
�
t f (t)

R
aD

�
t f (t) =

n�1X
k=0

tk��

� (k � �+ 1)
f (k) (a) + C

aD
�
t f (t)

Donc :
C
aD

�
t f (t) =

R
aD

�
t f (t)�

n�1X
k=0

tk��

� (k � �+ 1)
f (k) (a) :

et la preuve est terminée.

Théorème 1.8 Soit � > 0, Si f possède (n� 1) dérivées en a et si RaD
�
t f (t) existe, alors

C
aD

�
t f (t) =

R
aD

�
t

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#
; (1.26)

pour presque tout x 2 [a; b] .
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Preuve. D’aprés (1.17) on a :

R
aD

�
t

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#
= DnIn��

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#
;

tellsque Dn = dn

dxn
et

In��

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#
=

1

� (n� �)

tZ
a

"
f (�)�

n�1X
k=0

f (k)(a)
k!

(� � a)k
#

(t� �)��n+1
d� ; (1.27)

par l’integration par partie (n� 1) fois le membre droite de (1.27) on trouve :

In��

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#
= In��+nDn

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#

= InIn��Dn

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#
;

et comme
n�1X
k=0

f (k)(a)
k!

(t� a)k est polynome de degre (n� 1) alors :

Dn

"
n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#
= 0;

InIn��Dn

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#
= InIn��Dnf (t) :

Donc

DnInIn��Dnf (t) = In��Dnf (t) =Ca D
�
t f (t) , 8t 2 [a; b] :

Ce qui montre le résultat souhaité.

Remarque 1.2 si 0 < � < 1 on a

C
aD

�
t f (t) =

R
aD

�
t [f (t)� f (a)] : (1.28)

Corollaire 1.1 Soit � > 0,si CaD
�
t et RaD

�
t existent; , on suppose que dk

dxk
f (a) = 0 pour k = 0 � � �n�1;

alors
C
aD

�
t f (t) =

R
aD

�
t f (t) : (1.29)

1.4. Dérivées fractionnaires 17
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1.4.4 Intégration par partie

Pour présente la corollaire (1.2) on définie les espaces aI
�
t (L

p) et tI
�
b (L

p) des fonctions sui-

vants,pour < (�) > 0; 1 � p � 1; par

aI
�
t (L

p) = ff : f =a I�t '; ' 2 Lp ([a; b])g ;

et

tI
�
b (L

p) = ff : f =t I�b '; ' 2 Lp ([a; b])g :

Corollaire 1.2 si � > 0 ,et soient p � 1; q � 1 et 1
p
+ 1

q
� 1 + � ,alors les relations

(a) si ' 2 Lp ([a; b]) et  2 Lq ([a; b]) alors :

bZ
a

' (t) (aI
�
t  ) (t) dt =

bZ
a

 (t) (tI
�
b ' (t)) dt:

(b) si f 2 aI
�
t (L

p) et g 2 tI
�
b (L

p) alors :

bZ
a

f (t) (aD
�
t g) (t) dt =

bZ
a

g (t) (tD
�
b f) (t) dt:

sont vrais pour tout ';  ; f et g:

Preuve. voir [16] ,(Corollaire de théorème 3.5 et corollaire 2 de théorème 2.4).
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Chapitre 2

Non éxistence de solutions globales pour

des systèmes de réaction diffusion

fractionnaires

Dans ce chapitre, nous montrons certains résultats de non-existence globale de solutions

d’un problème fractionnaire de Cauchy de type parabolique de réaction diffusion avec terme

non linéaire sous la forme : jujpi jvjqi ; i = 1; 2 telque : p1; q1; p2 et q2 des constantes.
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Chapitre 2. Non éxistence de solutions globales pour des systèmes de réaction di¤usion fractionnaires

2.1 Introduction

Le problème que nous avons étudé [13] est écrit sous la forme suivante :8>>>>><>>>>>:
D�1
0jtu+ (��)

�1
2 u = jujp1 jvjq1 (x; t) 2 RN � R+

D�2
0jtv + (��)

�2
2 v = jujp2 jvjq2 (x; t) 2 RN � R+

u (x; 0) = u0 (x) � 0 x 2 RN

v (x; 0) = v0 (x) � 0 x 2 RN

(2.1)

telque : N � 1; p1; q2 � 0; p2; q1 > 1 et D�i
0jt : la dérivée d’ordre 0 < �i < 1; i = 1; 2: au sens de

Caputo et (��)
�i
2 : Laplacian d’ordre fractionnaire où 1 � �i � 2; i = 1; 2: définie par :

(��)
�i
2 u (x; t) = F�1

n
j�j�i F (u) (�)

o
(x; t) ;

où F : la transformation de Fourier et F�1son inverse.

Dans le cas d’une problème de diffusion réaction classique (i.e., le système (2.1) avec �i = 1

et �i = 2; i = 1; 2:),le systéme (2.1)est traité par nombreux auteurs et dans différents contextes

(voir par exemple [3],[4],[5],[18],[19]), Escobedo et Herrero a montré dans [3 ] que pour

p2q1 > 1 , p1 = q2 = 0 et (
+1)
(p2q1�1) �

N
2

avec 
 = max fp2; q1g ; alors la solution unique de système

(2.1) est la solution triviale,i.e.,u � v � 0.
Aprés dans [4] avec Escobedo et Levine ont démontré si p1 � 1 et p2+q2 � p1+q1 > 0; alors

le système (2.1) peut être considéré comme une problème de Cauchy pour une seule équation

ut �4u = up1+q1 ; avec il est verifié le théorème de explosion de Fujita (voir [6]) .

Dans [18] Yamauchi a considére le problème :8>>>><>>>>:
ut ��u = jxj�1 jujp1 jvjq1 ;
vt ��v = jxj�2 jujp2 jvjq2 ;
u (x; 0) = u0 (x) � 0; 6� 0;
v (x; 0) = v0 (x) � 0; 6� 0;

(2.2)

telque pi; qi � 0; �i � max f�2;�Ng ; i = 1; 2:et on démontrer le resultat de la non-existence sous

quelques conditions dépendent du la relation entre les exposants pi; qi; �i ; i = 1; 2:et les données

initiales u0; v0.

Dans le cas 0 < �i < 1 et 1 � �i � 2;Kirane et al ont traité dans [8] le système suivant :8>>>>><>>>>>:
D�1
0jtu+ (��)

�1
2 u = jvjq1 ;

D�2
0jtv + (��)

�2
2 v = jujp2 ;

u (x; 0) = u0 (x) � 0;
v (x; 0) = v0 (x) � 0;

(2.3)
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Chapitre 2. Non éxistence de solutions globales pour des systèmes de réaction di¤usion fractionnaires

et ont démontré que si

p2 > 1; q1 > 1; p2p
0
2 = p2 + p02; q1q

0
1 = q1 + q01;

et

N � max

8<:
�2
p2
+ �1 �

�
1� 1

p2q1

�
�2

�2p2q
0
1
+ �1

�1p
0
2

;

�1
q1
+ �2 �

�
1� 1

p2q1

�
�1

�1p
0
2q1
+ �2

�2q
0
1

9=; :

Alors le problème (2.3) n’admet aucune solution globale non-triviale.

La but de ce chapitre est prové quelques résultats de la non-existence plus généralisé

que le résultat intéresant dans [8] , qui est concerne le cas p1 = q2 = 0:

2.2 Préliminaires

Définition 2.1 soient 0 < � < 1 et � 2 L1 (0; T ) , on définie les dérivées à gauche et à droite d’ordre

� de � au sens de Riemann-Liouville réspectevment par :

D�
0jt� (t) =

1

� (1� �)

d

dt

tZ
0

(t� � )�� � (�) d� ;

et

D�
tjT� (t) = �

1

� (1� �)

d

dt

TZ
t

(� � t)�� � (�) d� ;

où � est la fonction Gamma d’Euler.

Définition 2.2 soient 0 < � < 1 et �0 2 L1 (0; T ) , on définie les dérivées à gauche et à droite d’ordre

� de � au sens de Caputo réspectevment par :

D�
0jt� (t) =

1

� (1� �)

tZ
0

(t� � )�� �0 (�) d� ;

et

D�
tjT� (t) = �

1

� (1� �)

TZ
t

(� � t)�� �0 (�) d� ;

où � est la fonction Gamma d’Euler.
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Relation entre la dérivée de Caputo et Riemann-Liouville

Il est clair que :

D�
0jt� (t) =

1

� (1� �)

24� (0)
t�

+

tZ
0

(t� � )�� �0 (�) d�

35 ;
et

D�
tjT� (t) =

1

� (1� �)

24 � (T )

(T � t)�
�

TZ
t

(� � t)�� �0 (�) d�

35 :
Donc la relation entre les deux dérivées est définie par :

D�
0jt� (t) = D�

0jt [� (t)� � (0)] :

Integration par partie

La formule de l’integration par partie est donné par :

TZ
0

f (t)
�
D�
0jtg
�
(t) dt =

TZ
0

g (t)
�
D�
tjTf

�
(t) dt:

Définition 2.3 supposons que QT := RN � (0; T ) ; 0 < T < +1 on dit que (u; v) 2 (L1loc (QT ))
2 est

une solution locale faible de problème (2.1) dans QT ,si jujpi jvjqi 2 L1loc (QT ) ; i = 1; 2 , et satisfaitZ
QT

jujp1 jvjq1 '1dtdx+
Z
QT

u0D
�1
tjT'1dtdx =

Z
QT

uD�1
tjT'1dtdx+

Z
QT

u (��)
�1
2 '1dtdx; (2.4)

Z
QT

jujp2 jvjq2 '2dtdx+
Z
QT

u0D
�2
tjT'2dtdx =

Z
QT

vD�2
tjT'2dtdx+

Z
QT

v (��)
�2
2 '2dtdx; (2.5)

pour toute fonction test 'i 2 C1:2x;t (QT ) vérifiant 'i (x; T ) = 0; i = 1; 2:

2.3 Résultats principaux

Théorème 2.1 soient p1 � 0; q2 � 0 ,p2 > 1; q1 > 1; p2p
0
2 = p2 + p02; q1q

0
1 = q1 + q01; et u0; v0 dans

L1
�
RN
�

vérifiant u0; v0 6� 0:si

N � N� = max

8<:
�2
p2
+ �1 �

�
1� 1

p2q1

�
�2

�2p2q
0
1
+ �1

�1p
0
2

;

�1
p1
+ �2 �

�
1� 1

p2q1

�
�1

�1p
0
2q1
+ �2

�2q
0
1

9=; :

Alors le problème (2.1) n’admet aucune solution globale faible.
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Preuve. La preuve de le théorème (2.1) se fait par contradiction.

Supposons que (u; v) est une solution globale faible de (2.1),u0; v0 � 0 et u0; v0 6� 0; alors

u (t) ; v (t) > 0 pour tout t 2 (0; T �) pour lequelle arbitraire T � > 0:

Soient T et � deux nembres réels vérifiant 0 < T < T � et � = min
n
�1
�1
; �2
�2

o
Soit � 2 C20 (R+) ; 0 � � (r) � 1 pour tout r � 0;une fonction non-négative décroisante telleque :

� (r) =

(
1 si 0 � r � 1
0 si r � 2

et

	(s) =

(
(1� s)
 si 0 � s � 1
0 si s � 1

telque 
 � max f�1q01; �2p02g :
En choisissant

'i (x; t) = �l (x) (t) ; i = 1; 2:

Avec

� (x) = �

�
jxj
T �

�
;  (t) = 	

�
t

T

�
et l � max fq01; p02g ;

D’après (2.4) et (2.5) on a :Z
QT

jujp1 jvjq1 '1dtdx �
Z
QT

uD�1
tjT'1dtdx+

Z
QT

u (��)
�1
2 '1dtdx; (2.6)

et Z
QT

jujp2 jvjq2 '2dtdx �
Z
QT

vD�2
tjT'2dtdx+

Z
QT

v (��)
�2
2 '2dtdx: (2.7)

On appliquer l’inégalité de Hölder sur la membre droite de (2.6) et (2.7) dans 
; telque


 = (0; T )�
�
x 2 RN : jxj � 2T �

	
:

on obtientZ



���uD�1
tjT'1

��� dtdx =

Z



���nu (vq2'2) 1
p2

on
D�1
tjT'1 (v

q2'2)
� 1
p2

o��� dtdx
�

0@Z



���nu (vq2'2) 1
p2

o���p2 dtdx
1A 1

p2

0@Z



���nD�1
tjT'1 (v

q2'2)
� 1
p2

o���p02 dtdx
1A 1

p02

�

0@Z



jujp2 jvjq2 '2dtdx

1A 1
p2

0@Z



���D�1
tjT'1

���p02 jvj� q2p
0
2

p2 j'2j
� p02
p2 dtdx

1A 1
p02

| {z }
A

;
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De méme façon

Z



���u (��)�12 '1��� dtdx �
0@Z



jujp2 jvjq2 '2dtdx

1A 1
p2

0@Z



���(��)�12 '1���p02 jvj� q2p
0
2

p2 j'2j
� p02
p2 dtdx

1A 1
p02

| {z }
B

:

Par conséquance Z



jujp1 jvjq1 '1dtdx �

0@Z



jujp2 jvjq2 '2dtdx

1A 1
p2

:A1; (2.8)

où

A1 =

0@Z



���D�1
tjT'1

���p02 jvj� q2p
0
2

p2 j'2j
� p02
p2 dtdx

1A 1
p02

| {z }
A

+

0@Z



���(��)�12 '1���p02 jvj� q2p
0
2

p2 j'2j
� p02
p2 dtdx

1A 1
p02

| {z }
B

:

Pour estimer (2.7) on a :Z



���vD�2
tjT'2dtdx

��� =

Z



���nv (up1'1) 1q1onD�2
tjT'2 (u

p1'1)
� 1
q1

o��� dtdx
�

0@Z



���v (up1'1) 1q1 ���q1 dtdx
1A 1

q1

0@Z



���D�2
tjT'2 (u

p1'1)
� 1
q1

���q01 dtdx
1A 1

q01

�

0@Z



jvjq1 jujp1 '1dtdx

1A 1
q1

0@Z



���D�2
tjT'2

���q01 juj� p1q
0
1

q1 j'j�
q01
q1 dtdx

1A 1
q01

| {z }
C

;

et Z



���v (��)�22 '2��� dtdx �
0@Z



jvjq1 jujp1 '1dtdx

1A 1
q1

0@Z



���(��)�22 '2���q01 juj� p1q
0
1

q1 '
� q01
q1

1 dtdx

1A 1
q01

| {z }
D

:

Donc Z



jujp2 jvjq2 '2dtdx �

0@Z



jvjq1 jujp1 '1dtdx

1A 1
q1

:A2; (2.9)

où

A2 =

0@Z



���D�2
tjT'2

���q01 juj� p1q
0
1

q1 '
� q01
q1

1 dtdx

1A 1
q01

| {z }
C

+

0@Z



���(��)�22 '2���q01 juj� p1q
0
1

q1 j'1j
� q01
q1 dtdx

1A 1
q01

| {z }
D

:
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On utilisant (2.8) et (2.9) on trouve :

Z



jujp1 jvjq1 '1dtdx �

0B@
0@Z



jvjq1 jujp1 '1dtdx

1A 1
q1

A2

1CA
1
p2

A1;

alors 0@Z



jujp1 jvjq1 '1dtdx

1A1� 1
q1p2

� A1A
1
p2
2 ; (2.10)

et Z



jujp2 jvjq2 '2dtdx �

0B@
0@Z



jujp2 jvjq2 '2dtdx

1A 1
p2

A1

1CA
1
q1

A2;

alors 0@Z



jujp2 jvjq2 '2dtdx

1A1� 1
q1p2

� A2A
1
q1
1 : (2.11)

Maintenent,d’aprés l’inégalité de Ju (voir [7])

(��)
�i
2 �l � l�l�1 (��)

�i
2 �;

et le changment de variable suivant : t = T�; x = T�i=�i� dans Ai ; i = 1; 2: on obtient :0@Z



jujp1 jvjq1 '1dtdx

1A1� 1
q1p2

�
�
CT

�
��1p02+

�1
�1
N+1

�
1
p02

� �
CT

�
��2q01+

�2
�2
N+1

�� 1
q1

! 1
p2

;

alors 0@Z



jujp1 jvjq1 '1dtdx

1A1� 1
q1p2

� CT
�
�

1
P 02
+


2
p2q1

�
; (2.12)

et 0@Z



jujp2 jvjq2 '2dtdx

1A1� 1
q1p2

�
�
CT

�
��1p02+

�1
�1
N+1

�
1
p02

� 1
q1

�
CT

�
��2q01+

�2
�2
N+1

�
1
q01

�
;

alors 0@Z



jujp2 jvjq2 '2dtdx

1A1� 1
q1p2

� CT
�
�


1
P 02q1

+

2
q1

�
; (2.13)
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telque


1 = �1p
0
2 �

�1
�1
N � 1;


2 = �2q
0
1 �

�2
�2
N � 1:

Comme
�

1
P 02
+ 
2

p2q1
� 0
�

on a :

N �
�2
p2
+ �1 �

�
1� 1

p2q1

�
�2

�2p2q
0
1
+ �1

�1p
0
2

; (2.14)

et
�


1
P 02q1

+ 
2
q1
� 0
�

on a :

N �
�1
p1
+ �2 �

�
1� 1

p2q1

�
�1

�1p
0
2q1
+ �2

�2q
0
1

: (2.15)

D’aprés (2.14) et (2.15) on pose

N� = max

8<:
�2
p2
+ �1 �

�
1� 1

p2q1

�
�2

�2p2q
0
1
+ �1

�1p
0
2

;

�1
p1
+ �2 �

�
1� 1

p2q1

�
�1

�1p
0
2q1
+ �2

�2q
0
1

9=; :

Maintenent , si nous choisissons N < N� et comme T tend vers l’infini (T !1) dans (2.12) et

(2.13) alors : Z
RN�R+

jujp1 jvjq1 '1dtdx = 0;

et Z
RN�R+

jujp2 jvjq2 '2dtdx = 0;

On utiliser le théorème de convergence dominée et la continuité en le temp et en l’espace de u et

v on obtient Z
RN�R+

jujp1 jvjq1 dtdx = 0;

et Z
RN�R+

jujp2 jvjq2 dtdx = 0:

Qui impliquer que u � 0 or v � 0 ,donc on a une contradiction .

Dans le cas N = N�; en prenant la fonction test � pour tout R; 0 < R < T sous la forme :

� (x) = �

 
jxj

(T=R)�

!
;
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et posons :


R = (0; T )�
(
x 2 RN : jxj � 2

�
T

R

��)
;

4R = (0; T )�
(
x 2 RN :

�
T

R

��
� jxj � 2

�
T

R

��)
:

Donc,d’aprés (2.12) et (2.13) on trouve :0@ Z
RN�R+

jujp1 jvjq1 '1dtdx

1A1� 1
q1p2

� C;

et 0@ Z
RN�R+

jujp2 jvjq2 '2dtdx

1A1� 1
q1p2

� C:

Alors on a :

lim
T!1

Z
4R

jujp1 jvjq1 '1dtdx = 0; (2.16)

et

lim
T!1

Z
4R

jujp2 jvjq2 '2dtdx = 0: (2.17)

On appliquer l’inégalité de Hölder sur le membre droite de la formule variationnelle (2.4) et

(2.5) dans 
R,on obtient :Z

R

jujp1 jvjq1 '1dtdx �
Z

R

uD�1
tjT'1dtdx+

Z

R

u (��)
�1
2 '1dtdx;

Z

R

u
���D�1

tjT'1

��� dtdx �
0@Z

R

jujp2 jvjq2 '2dtdx

1A 1
p2

:B1;

Z

R

u
���(��)�12 '1��� dtdx �

0@Z

R

jujp2 jvjq2 '2dtdx

1A 1
p2

:C1;

telque

B1 =

0@Z

R

jD�1
T '1j

p02 jvj�
q2p

0
2

p2 j'2j
� p02
p2 dtdx

1A 1
p02

;

C1 =

0@Z
4R

���(��)�12 '1���p02 jvj� q2p
0
2

p2 j'2j
� p02
p2 dtdx

1A 1
p02

;
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par conséquance

Z

R

jujp1 jvjq1 '1dtdx �

0@Z

R

jujp2 jvjq2 '2dtdx

1A 1
p2

B1 +

0@Z
4R

jujp2 jvjq2 '2dtdx

1A 1
p2

C1: (2.18)

Pour (2.5) on a : Z

R

jujp2 jvjq2 '2dtdx �
Z

R

vD�2
tjT'2dtdx+

Z

R

v (��)
�2
2 '2dtdx;

Z

R

v
���D�2

tjT'2

��� dtdx �
0@Z

R

jvjq1 jujp1 '1dtdx

1A 1
q1

B2;

et Z

R

v
���(��)�22 '2��� dtdx �

0@Z
4R

jvjq1 jujp1 '1dtdx

1A 1
q1

C2;

tellque

B2 =

0@Z

R

���D�2
tjT'2

���q01 juj� p1q
0
1

q1 '
� q01
q1

1 dtdx

1A 1
q01

;

et

C2 =

0@Z
4R

���(��)�22 '2���q01 juj� p1q
0
1

q1 '
� q01
q1

1 dtdx

1A 1
q01

;

donc

Z

R

jujp2 jvjq2 '2dtdx �

0@Z

R

jvjq1 jujp1 '1dtdx

1A 1
q1

B2 +

0@Z
4R

jvjq1 jujp1 '1dtdx

1A 1
q1

C2: (2.19)

Si nous introduisons le changment de variables suivant :

t = T�; x =

�
T

R

��i
�i

�;

dans Bi et Ci et utiliser (2.16) et (2.17) et comme T !1 on a, on obtient0@ Z
RN�R+

jujp1 jvjq1 '1dtdx

1A1� 1
q1p2

� CR
�
�

01
P 02
+


02
p2q

0
1

�
; (2.20)
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0@ Z
RN�R+

jujp2 jvjq2 '2dtdx

1A1� 1
q1p2

� CR
�
�


01
P 02q1

+

02
q01

�
; (2.21)

tellque


0i =
�i
�i
N; i = 1; 2:

Finalement , si nous prenons la limite quand R!1 à (2.20) et (2.21) nous obtenons queZ
RN�R+

jujp1 jvjq1 '1dtdx = 0;

Z
RN�R+

jujp2 jvjq2 '2dtdx = 0;

et nous déduisons que u � 0 et v � 0;ce qui contreduit notre hypothèse.

Théorème 2.2 soient u0; v0 dans L1
�
RN
�

sont telles que u0 � 0; v0 � 0 et u0 6� 0; v0 6� 0 si

p1 > 1; q2 > 1; p2 � 0; q1 � 0; 0 < �i < 1et1 � �i � 2;

et

1 � N � max
�
�1p

0
1 �

�1
�1
; �2q

0
2 �

�2
�2

�
:

Alors le problème (2.1) n’admet aucune solution globale positif non-nulle faible.

Preuve. La démonstration est par la contradiction.

Supposons que (u; v) est une solution globale faible de (2.1),u0; v0 � 0 et u0; v0 6� 0; alors

u (t) ; v (t) > 0 pour tout t 2 (0; T �) telque T � est le temps de explose.

Soient T et � deux nembres réels vérifiant 0 < T < T � et � = min
n
�1
�1
; �2
�2

o
:

Soit � 2 C20 (R+) ;une fonction non-négative décroisante telleque

� (r) =

(
1 si 0 � r � 1
0 si r � 2

et 0 � � (r) � 1 pour tout r � 0; et

	(s) =

(
(1� s)
 si 0 � s � 1
0 si s � 1

telque 
 est un nembre réel positif si

max (�1p
0
1 � 1; �2q02 � 1) � 0;
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et 
 > (�1p01 � 1; �2q02 � 1) si

min (�1p
0
1 � 1; �2q02 � 1) > 0;

où p01 et q02 sont respectevement les conjuges de les exposants p1 et q2:

En choisissant

'i (x; t) = �l (x) (t) ; i = 1; 2:

Avec

� (x) = �

�
jxj
T �

�
;  (t) = 	

�
t

T

�
et l � max fq01; p02g ;

Notons que

D�i
tjT'i (x; t) =

� (1 + 
)

� (1 + 
 � �i)
T��i�l (x)

�
1� t

T

�
��i
: (2.22)

On appliquer l’inégalité de Young sur la membre droite de (2.6) et (2.7) dans 
; telque


 = (0; T )�
�
x 2 RN : jxj � 2T �

	
:

on obtient Z



���uD�1
tjT'1

��� dtdx � "

Z



jujp2 jvjq2 '1 + C (")

Z



jD�1
T '1j

p01 jvj�
q1p

0
1

p1 j'1j
� p01
p1 ;

et Z



���u (��)�12 '1��� dtdx � "

Z



jujp2 jvjq2 '1 + C (")

Z



���(��)�12 '1���p01 jvj� q1p
0
1

p1 j'1j
� p01
p1 ;

Lorsque " est plus petit on a Z



jujp1 jvjq1 '1dtdx � C:A1;

telque

A1 =

Z



jD�1
T '1j

p01 jvj�
q1p

0
1

p1 j'1j
� p01
p1 +

Z



���(��)�12 '1���p01 jvj� q1p
0
1

p1 j'1j
� p01
p1 :

Et d’une façon analogue, on obtientZ



jujp2 jvjq2 '2dtdx � C:A2;

telque

A2 =

Z



���D�2
tjT'2

���q02 juj� p2q
0
2

q2 '
� q02
q2

2 +

Z



���(��)�22 '2���q02 juj� p2q
0
2

q2 '
� q02
q2

2 :

Par conséquance,comme u > 0; v > 0;on utilise (2.22) et l’inégalité de Ju (voir [7])

(��)
�i
2 �l � l�l�1 (��)

�i
2 �;
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et on introduit le changement de variables suivant

t = T�; x = T�i=�i�

dans Ai ; i = 1; 2: on obtient : Z



jujp1 jvjq1 '1dtdx � CT�
1 (2.23)

Z



jujp2 jvjq2 '2dtdx � CT�
2 (2.24)

telque


1 = �1p
0
1 �

�1
�1
N � 1;


2 = �2q
0
2 �

�2
�2
N � 1:

Comme 
1 � 0 on a

N � �1p
0
1 �

�1
�1
;

et 
2 � 0 on a

N � �2q
0
2 �

�2
�2
:

Nous posons

N� = max

�
�1p

0
1 �

�1
�1
; �2q

0
2 �

�2
�2

�
:

Maintenant, si on choisis N < N� et en passant à la limite quand T tend vers l’infini (T !1)
dans (2.23) et (2.24) alors : Z

RN�R+

jujp1 jvjq1 '1dtdx = 0;

et Z
RN�R+

jujp2 jvjq2 '2dtdx = 0:

D’aprés la continuité des fonctions u et v avec le théorème de la convergence dominée de Le-

besgue nous obtenons que Z
RN�R+

jujp1 jvjq1 = 0;

Z
RN�R+

jujp2 jvjq2 = 0;

alors u � 0 or v � 0 ,donc on a une contradiction .
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Dans le cas N = N�;on modéfie la fonction test �; on introduit un autre nembre R; 0 < R < T;

comme suit

� (x) = �

 
jxj

(T=R)�

!
;

et on pose 
R et 4R par


R = (0; T )�
(
x 2 RN : jxj � 2

�
T

R

��)
;

4R = (0; T )�
(
x 2 RN :

�
T

R

��
� jxj � 2

�
T

R

��)
:

D’aprés (2.23) et (2.24) on a Z
RN�R+

jujp1 jvjq1 '1 � C;

et Z
RN�R+

jujp2 jvjq2 '2 � C;

alors on a

lim
T!1

Z
4R

jujp1 jvjq1 '1dtdx = 0; (2.25)

et

lim
T!1

Z
4R

jujp2 jvjq2 '2dtdx = 0: (2.26)

Nous appliquons l’inégalité deYoung de Hölder sur le membre droite de (2.4) dans 
R,nous

obtenons : Z

R

u
���D�1

tjT'1

��� � "

Z

R

jujp1 jvjq1 '1 + C (") :B1;

et Z

R

u
���(��)�12 '1��� �

0@Z

R

jujp1 jvjq1 '1dtdx

1A 1
p1

:C1;

où

B1 =

Z

R

���D�1
tjT'1

���p01 jvj� q1p
0
1

p1 j'1j
� p01
p1 ;

C1 =

0@Z
4R

���(��)�12 '1���p01 jvj� q1p
0
1

p1 j'1j
� p01
p1

1A 1
p01
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par conséquance Z

R

jujp1 jvjq1 '1 � C:B1 +

0@Z
4R

jujp1 jvjq1 '1

1A 1
p1

:C1;

de maniére similaire,utilisant (2.5) on obtient l’estimation

Z

R

jujp2 jvjq2 '2 � C:B2 +

0@Z
4R

jujp2 jvjq2 '2

1A 1
q2

:C2;

où

B2 =

Z

R

���D�2
tjT'2

���q02 juj� p2q
0
2

q2 '
� q02
q2

2 ;

C2 =

0@Z
4R

���(��)�22 '2���q02 juj� p2q
0
2

q2 '
� q02
q2

2

1A 1
q02

;

Si nous utilisons le changment de variables suivant :

t = T�; x =

�
T

R

��i
�i

�;

dans Bi et Ci et utiliser (2.25) et (2.26) et comme T !1 on a, on obtientZ
RN�R+

jujp1 jvjq1 '1 � CR�

0
1 ; (2.27)

Z
RN�R+

jujp2 jvjq2 '2 � CR�

0
2 ; (2.28)

tellque


0i =
�i
�i
N; i = 1; 2:

Si nous passons à la limite quand R!1 à (2.27) et (2.28) nous obtenons queZ
RN�R+

jujp1 jvjq1 '1dtdx = 0;

Z
RN�R+

jujp2 jvjq2 '2dtdx = 0;

Alors on a contradiction car u � 0 et v � 0.
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Remarque 2.1 on peut étendre nos résultats à des systèmes plus généraux8<: D�1
0jtu+ (��)

�1
2
�
jujm�1 u

�
= h jujp1 jvjq1 + g jujr1 jvjs1 ;

D�2
0jtv + (��)

�2
2
�
jvjm�1 v

�
= k jujp2 jvjq2 + l jujr2 jvjs2 ;

sous certaines bonnes hypothèses sur h(x; t); g(x; t); k(x; t) et l(x; t):
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Chapitre 3

Conditions nécessaires d’existence locale et

globale pour certains systèmes de

réaction-diffusion fractionnaires

Dans ce chapitre, nous donnons certains conditions nécessaires d’existence locale et globale

de solutions d’un problème fractionnaire de Cauchy de type réaction diffusion (2.1) avec terme

non linéaire sous la forme : jujpi jvjqi ; i = 1; 2 telque : p1 > 1; q1 � 0; p2 � 0 et q2 > 1 des

constantes.
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Chapitre 3. Conditions nécessaires d�existence locale et globale pour certains systèmes de
réaction-di¤usion fractionnaires

3.1 Conditions nécessaires pour l’existence locale

Théorème 3.1 Soit u0 � 0; v0 � 0; p1 > 1; q2 > 1; p2 � 0 et q1 � 0: si (u; v) une solution faible

locale (T < +1) du problème (2.1). Alors,

lim
jxj!1

inf u0 (x) � C1T
� �1
P1�1 ; (3.1)

et

lim
jxj!1

inf v0 (x) � C2T
� �2
q2�1 ; (3.2)

où C1 et C2 sont des conctantes.

Corollaire 3.1 sous les conditions de théorème (3.1), si (u; v) une solution faible globale du pro-

blème (2.1). Alors,

lim
jxj!1

inf u0 (x) = 0;

et

lim
jxj!1

inf v0 (x) = 0:

Corollaire 3.2 sous les conditions de théorème (3.1), si

lim
jxj!1

inf u0 (x) = lim
jxj!1

inf v0 (x) = +1;

alors la problème (2.1) n’admet aucune solution faible locale non négative non triviale.

Preuve. Supposons que (u; v) est une solution locale faible de (2.1),u0; v0 � 0 et u0; v0 6� 0; alors

u (t) ; v (t) > 0 pour tout t 2 [0; T ] telque T < T � est le temps d’explosion.

En prenant les fonctions test dans (2.4) et (2.5) de la forme

'i (x; t) = �
� x
R

�( �
1� t

T

�l
0 < t � T

0 t > T
(3.3)

où � 2 W 1;1 �RN� est positif, à support dans fR < jxj < 2Rg et vérifie�
(��)

�i
2 �
�
+
� ki� pour une certaine constante ki > 0: (3.4)

L’exposant l, introduit dans (3.3), est un nembre réel positif si

max (�1p
0
1 � 1; �2q02 � 1) � 0;

et l > (�1p01 � 1; �2q02 � 1) si

min (�1p
0
1 � 1; �2q02 � 1) > 0;
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où p01 et q02 sont respectevement les conjuges de les exposants p1 et q2:

De plus, notons que

D�i
tjT'i (x; t) = �iT

��i�
� x
R

��
1� t

T

�l��i
; (3.5)

telque

�i =
� (1 + 
)

� (1 + l � �i)
:

Grâce à la formulation variationnelle (2.4), nous avonsZ
QT

u0D
�1
tjT'1 �

Z
QT

uD�1
tjT'1 +

Z
QT

u (��)
�1
2 '1;

et Z
QT

jujp1 jvjq1 '1 �
Z
QT

uD�1
tjT'1 +

Z
QT

u (��)
�1
2 '1;

En utilisant l’inégalité de Hölder, nous obtenons

Z
QT

uD�1
tjT'1 �

0@Z
QT

jujp1 jvjq1 '1

1A 1
p1

:A1;

et Z
QT

u (��)
�1
2 '1 �

0@Z
QT

jujp1 jvjq1 '1

1A 1
p1

:A2;

où

A1 =

0@Z
QT

���D�1
tjT'1

���p01 jvj� q1p
0
1

p1 j'1j
� p01
p1

1A 1
p01

;

et

A2 =

0@Z
QT

���(��)�12 '1���p01 jvj� q1p
0
1

p1 j'1j
� p01
p1

1A 1
p01

:

Donc Z
QT

u0D
�1
tjT'1 �

0@Z
QT

jujp1 jvjq1 '1

1A 1
p1

:A;

et Z
QT

jujp1 jvjq1 '1 �

0@Z
QT

jujp1 jvjq1 '1

1A 1
p1

:A;
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telque A = A1 + A2:

Par conséquence Z
QT

u0D
�1
tjT'1 � Ap

0
1 : (3.6)

Et d’une façon analogue, pour la formule (2.5), on obtientZ
QT

v0D
�2
tjT'2 �

Z
QT

vD�2
tjT'2dtdx+

Z
QT

v (��)
�2
2 '2dtdx;

Z
QT

jujp2 jvjq2 '2 �
Z
QT

vD�2
tjT'2dtdx+

Z
QT

v (��)
�2
2 '2dtdx:

En utilisant l’inégalité de Hölder, nous obtenons

Z
QT

vD�2
tjT'2dtdx �

0@Z
QT

jujp2 jvjq2 '2

1A 1
q2

:B1;

Z
QT

v (��)
�2
2 '2 �

0@Z
QT

jujp2 jvjq2 '2

1A 1
q2

:B2;

où

B1 =

0@Z
QT

���D�2
tjT'2

���q02 juj� p2q
0
2

q2 '
� q02
q2

2

1A 1
q02

;

et

B2 =

0@Z
QT

���(��)�22 '2���q02 juj� p2q
0
2

q2 '
� q02
q2

2

1A 1
q02

:

Donc Z
QT

v0D
�2
tjT'2 �

0@Z
QT

jujp2 jvjq2 '2

1A 1
q02

:B;

et Z
QT

jujp2 jvjq2 '2 �

0@Z
QT

jujp2 jvjq2 '2

1A 1
q02

:B;

telque B = B1 +B2:

Par conséquence Z
QT

v0D
�2
tjT'2 � Bq02 : (3.7)

3.1. Conditions nécessaires pour l�existence locale 38



Chapitre 3. Conditions nécessaires d�existence locale et globale pour certains systèmes de
réaction-di¤usion fractionnaires

Maintenant, on considére le changement de variables

t = T� et x = Ry;

Tenant compte de (3.4), on obtient

A =

0@Z
QT

���D�1
tjT'1

���p01 jvj� q1p
0
1

p1 j'1j
� p01
p1

1A 1
p01

+

0@Z
QT

���(��)�12 '1���p01 jvj� q1p
0
1

p1 j'1j
� p01
p1

1A 1
p01

� CR
N
p01

�
T

1
p01
+�1

+ T
1
p01R��1

�0@Z
RN

� (y) dy

1A 1
p01

:

Et utilisant (3.5), on obtientZ
QT

u0D
�1
tjT'1 =

�1T
1��1RN

1 + l � �1

Z
RN

u0 (Ry) � (y) dy:

De même, si on applique une seconde fois (3.4) et (3.5), il vient

B =

0@Z
QT

���D�2
tjT'2

���q02 juj� p2q
0
2

q2 '
� q02
q2

2

1A 1
q02

+

0@Z
QT

���(��)�22 '2���q02 juj� p2q
0
2

q2 '
� q02
q2

2

1A 1
q02

(3.8)

� CR
N
q02

�
T

1
q02
+�2

+ T
1
q02R��2

�0@Z
RN

� (y) dy

1A 1
q02

; (3.9)

et Z
QT

v0D
�1
tjT'1 =

�2T
1��1RN

1 + l � �2

Z
RN

v0 (Ry) � (y) dy: (3.10)

Par conséquent Z
RN

u0 (Ry) � (y) dy � C1

�
T
��1
p1 + T

�1
p01 R��1

�p01 Z
RN

� (y) dy; (3.11)

où C1est un constant positif indépendant de R et T .

Donc

inf
jyj>1

u0 (Ry)

Z
RN

� (y) dy � C1

�
T
��1
p1 + T

�1
p01 R��1

�p01 Z
RN

� (y) dy (3.12)

inf
jyj>1

u0 (Ry) � C1

�
T
��1
p1 + T

�1
p01 R��1

�p01
:
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Enfin, faisant tendre R!1 dans (3.12), on conclut que

lim
jxj!1

inf u0 (x) � C1T
��1
p1
p01 :

Donc L’estimation (3.1) est ainsi prouvée

Maintenant,on utilisant (3.7),(3.8) et (3.10), on obtientZ
RN

v0 (Ry) � (y) dy � C2

�
T
��2
q2 + T

�1
q02 R��2

�q02 Z
RN

� (y) dy: (3.13)

alors

inf
jyj>1

v0 (Ry) � C2

�
T
��2
q2 + T

�1
p01 R��1

�q02
: (3.14)

Donc quand R!1 dans (3.14), on a

lim
jxj!1

inf v0 (x) � C2T
��2
q2
q02 ;

et L’estimation (3.2) est prouvée.

3.2 Conditions nécessaires pour l’existence globale

Théorème 3.2 Supposons que le problème (2.1) admet une solution faible non-négative globale et

non-triviale. Alors il existe deux constantes C3 et C4 tellesque

lim
jxj!1

inf u0 (x) jxj
�1

P1�1 � C3; (3.15)

et

lim
jxj!1

inf v0 (x) jxj
�2
q2�1 � C4; (3.16)

Preuve. . D’aprés l’expression (3.11) on aZ
RN

u0 (Ry) � (y) dy � C1

�
T
��1
p1 + T

�1
p01 R��1

�p01 Z
RN

� (y) dy; (3.17)

que l’on multiplie par jRyj
�1

P1�1 jRyj�
�1

P1�1 à l’intérieur de l’intégrale et dans les deux membres. En

tenant compte du fait que supp � � f1 < jyj < 2g , l’expression (3.17) devient

lim
jxj>R

inf u0 (x) jxj
�1

P1�1 � C1

�
T
��1
p1 + T

�1
p01 R��1

�p01
(2R)

�1
P1�1 :

En prenant T = R, il résulte

lim
jxj>R

inf u0 (x) jxj
�1

P1�1 � C1 (2)
�1

P1�1
�
1 +R�1��1

�p01 :
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En passant à la limite quand R tend vers l’infini (R!1) et comme �1 < �1, on obtien

lim
jxj!1

inf u0 (x) jxj
�1

P1�1 � C12
�1

P1�1 ;

on pose C3 = C12
�1

P1�1 ,et l’inégalite (3.15) est trouvée.

Maintenant, pour l’inégalité (3.16) ,on multiplie (3.13) par jRyj
�2
q2�1 jRyj�

�2
q2�1 ;et on peut écrire

lim
jxj>R

inf v0 jxj
�2
q2�1 � C2

�
T
��2
q2 + T

�1
p01 R��1

�q02
(2R)

�2
q2�1 ;

donc pour T = R on a

lim
jxj>R

inf v0 jxj
�2
q2�1 � C22

�2
q2�1

�
1 +R�2��2

�q02 :
Quand, en passant à la limite et comme �2 < �2;nous obtenons

lim
jxj!1

inf v0 jxj
�2
q2�1 � C22

�2
q2�1 :

Ainsi, l’inégalité (3.16) a lieu pour C4 = C22
�2
q2�1 :
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Conclusion Générale

Au terme de ce mémoire , nous estimons que les résultats présentés contribueront au déve-

loppement de l’étude des équations différentielles fractionnaires , en ouvrant de noueaux horizons

à la recherche scientifique sur cette thématique émergente.

Après avoir présenté les notions préliminaires utiles pour la bonne compréhension du pré-

sent travail, nous avons présenté des résultats de non-existence des solutions globales non tri-

viales pour certains systèmes de réaction-diffusion d’ordre fractionnaire par rapport au temps et

à l’espace relatifs à la dérrivée de Caputo d’ordre compris entre 0 et 1.

Par ailleurs , nous avons donné les conditions nécessaires d’existences locale et globale pour

le même problème, ce qui représente une autre façon d’étudier la non-existence des solutions,

puisque la négation des conditions nécessaires d’éxistence, donne des conditions suffisantes pour

la non-existence.

Perspectives

Les résultats présentés dans ce mémoire offrent natturellement de nombreuses perspectives :

1. La première est l’étude systèmes de réaction-diffusion fractionnaires dont l’ordre est compris

entre 1 et 2.

2. La deuxième perspective envisageable serait l’étude des systèmes de m équations, m > 2.
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